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Процессы Леви

Процесс Леви – это стохастически непрерывный процесс с
независимыми и стационарными приращениями (подробнее [3]).
Известно, что процесс Леви Xt полностью определяется своей
характеристической экспонентой ψ, которая находится из
представления характеристической функции: E [e iξXt ] = e−tψ(ξ).
Характеристическая экспонента может быть записана по формуле
Леви-Хинчина:

ψ(ξ) =
σ2

2
ξ2 − iµξ +

∫ +∞

−∞
(1− e iξy + iξy1|y |≤1)Π(dy),

где σ2 – дисперсия гауссовой компоненты, а мера Леви Π(dy)
удовлетворяет условию

∫
R\{0}min{1, y2}Π(dy) < +∞. Если

Π(dx) = π(x)dx , тогда π(x) – плотность Леви.
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Для умеренно устойчивых процессов Леви ψ(ξ) определяется по
формуле:

ψ(ξ) = −iµξ + c+Γ(−ν+)[λ
ν−
+ − (λ+ + iξ)ν+ ] +

+c−Γ(−ν−)[(−λ−)ν− − (−λ− − iξ)ν− ],

где ν+, ν− ∈ (0, 2), ν+, ν− 6= 1, c+, c− > 0, µ ∈ R, и λ− < −1 < 0 < λ+.

π(x) = c+e
λ+x |x |−ν+−11{x<0} + c−e

λ−x |x |−ν−−11{x>0}.

Cлучай CGMY
Если c− = c+ = c и ν− = ν+ = ν, тогда мы получаем модель KoBoL
(CGMY).
В параметризации CGMY C = c , G = λ+, M = −λ−, Y = ν.
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Задача о пересечении блуждающей частицей
поглощающего барьера

Приложения
В финансовых приложениях такого рода задача возникает при
вычислении стоимости производной ценной бумаги – опциона.
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Опцион one touch digital

Описание контракта
Цифровой опцион одного касания (one touch digital) – контракт,
который платит 1$ при условии, что за время его жизни (0,T ] цена
базового актива S пересекает некоторый фиксированный барьер K .
Его риск-нейтральная цена в момент времени 0 может быть
интерпретирована как вероятность пересечения фиксированного
барьера за время жизни T .

Полезное свойство
Синтетические цены такого опциона можно получить из
исторических данных даже на тех рынках, где торговля
деривативами недостаточно развита, чтобы использовать данные о
торгах.
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О задаче калибровки

Цель калибровки
Определить модель, адекватно отражающую поведение
блуждающей частицы
Получить подходящий набор параметров этой модели

Описание задачи
Под "подходящим"набором понимаются оптимальные параметры
модели – в том смысле, что они минимизируют некоторый
функционал ошибки, понимаемый как разность между вектором цен
(статистических вероятностей), генерируемых рынком и вектором,
предсказываемым моделью.
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Проблемы исчерпывающих методов калибровки

Методы калибровки моделей со скачками и/или стохастической
волатильностью требуют огромных вычислительных мощностей,
потому что методы вычисления производных ценных бумаг в этих
моделях работают сравнительно медленно [11].
Вычисление необходимо производить постоянно и многократно
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Цель работы

Предложить метод калибровки умеренно устойчивых процессов Леви с
использованием ИНС по данным, содержащим историю переходов
блуждающей частицы (цены базового актива) через ряд
фиксированных барьеров, на примере модели умеренно-устойчивой
модели Леви: CGMY.
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Особенности применения нейронных сетей

Преимущество в скорости
Обучение нейронной сети можно проводить однажды, а затем
использовать её для любого набора похожих данных.
Благодаря этому, после обучения скорость решения задач калибровки
может увеличиваться на порядки [6, 8].

Этапы решения задачи калибровки и использованием ИНС
Обучаем модель на исторических данных.
Используем получившуюся модель вместо существующего метода
калибровки и сравниваем их результаты с точки зрения скорости
и точности.
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ИНС

Описание
Нейрон может принимать на вход некоторое количество сигналов
(вектор x = [x1, x2, ...xd0 ], x ∈ Rd0), которые затем изменяются при
помощи весов ωj = [ωi ,j , ..., ωi ,m], ωi ,j ∈ Rm, соответствующих
(скрытому) слою j и суммируются как линейная комбинация.
К результату применяется функция активации, которая окончательно
определяет значение выходного сигнала oj = y , y ∈ Rd1 .
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Пример

Модель CGMY
Предполагается, что набор параметров C , G , M, Y (параметр сноса µ
фиксируется условием мартингальности) является функцией от 5
параметров: S ,K ,T , r ,P

Простейшая ИНС имела бы d0 = 5 и d1 = 4, R5 → R4.
Более точное приближение могло бы включать некоторую историю
изменения цены базового актива и цен опционов, что увеличило бы
размерность входного вектора.
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Источники данных

Мы собрали историю изменения цены биткоина (BTC/USD) с
торговой площадки GDAX при помощи API за 2017 и 2018 годы.
Наиболее мелким периодом времени, который мы рассматривали,
были интервалы по 5 минут – это позволило минимизировать
количество обработки данных, при сохранении достаточно мелкого
шага по времени. В случае, если за 5 минут не проходило ни одной
сделки – предполагалось, что цена актива осталась на прежнем уровне.

Подготовка данных
Традиционно данные предлагаются в формате OHLCV (open, high,
low, close, volume) и поля имеют следующую интерпретацию:

open – цена первой сделки за торговый период,
high – наивысшая цена сделки за торговый период,
low – минимальная цена сделки за торговый период,
close – цена последней сделки за торговый период,
volume – объём сделок за торговый период.
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Формирование входного вектора

Алгоритм
1 Формируем взвешенную цену закрытия за 5 минут как

Sw
m = Si · Vi/

∑
(Vi ), i = 1, 2, ..., 5,m ∈ N, где среди

Vi , i = 1, .., 5 по крайней мере одна не равна нулю.
2 Переходим к последовательности логарифмов приращений:

x0 = 0, xm+1 = lnSw
m+1 − lnSw

m

3 Фиксируем барьеры h+k = 10−2 · k , k = 1, 2, .., 30 и
h−k = 10−2 ∗ k, k = 1, 2, .., 30 и регистрируем их пересечения
приращениями цены за один торговый день.

4 Строим гистограмму исторических (статистических) вероятностей
пересечения барьеров по имеющимся исходным данным и
получаем рыночную стоимость синтетического опциона one touch
digital на логарифм цены базового актива, для каждой из цен
исполнения K = h±k , сроком жизни в 1 день.
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Статистические вероятности пересечения барьеров
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"Исчерпывающая"калибровка

Алгоритм
1 Для некоторого наперёд заданного набора параметров модели мы

вычисляем стоимость опциона one touch digital для всех K = h±k и
ошибку, понимаемую как среднеквадратическое отклонение от
рыночной стоимости.

2 Для минимизации ошибки используем алгоритм Нелдера-Мида,
со случайно выбранным симплексом.

3 Повторяем схему для нескольких наборов стартовых параметров,
взятых на кубе Соболя.

Характеристика схемы
Хотя и не является оптимальной по времени, позволяет достаточно
хорошо охватить весь диапазон значений параметров и приблизиться к
глобальному минимуму функции ошибки.
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Генерация синтетических данных

Алгоритм
1 Выберем достаточно большое количество случайных (не

совпадающих) точек на куба Соболя в d1 - мерном пространстве
параметров

2 Вычислим вероятности пересечения барьеров как цены опционов
one touch digital, используя метод приближенной факторизации
Винера-Хопфа, разработанный в [10].

Мы положили число таких точек равным 30 000, что позволило
натренировать ИНС.
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Функции активации
Отсутствие функции активации в структуре ИНС существенно снижает
её способность к воспроизведению сложных закономерностей.

Relu: φ(x) = max(x , 0),
Сигмоида: φ(x) = 1

1+e−x ,
Leaky Relu: φ(x) = max(x , αx), 0 < α < 1
Часто используется ELU

R(z) =

{
z , z > 0,
α(ez − 1), z 6 0,

с гиперпараметром α
Её аналог без разрыва производной в нуле – MELU [8]

R(z) =

{ 1
2 z

2+az

z+b , z > 0,
α(ez − 1), z 6 0,

, a = 1− 2a, b = −2 +
1
α
,

мы используем во внутренних слоях ИНС.
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Сокращение диапазона параметров

Благодаря анализу рынка криптовалют в работе [13] нам удалось
существенно сократить диапазон поиска параметров в пределах
указанных дат до следующего:

ν ∈ (0.5, 1.4),
λ+ ∈ (2, 100),
−λ− ∈ (2, 100),
c ∈ (0.1, 5.0).

Результаты калибровки традиционным способом на имеющихся
исторических данных также показали, что значения параметров
модели CGMY находятся внутри приведённых интервалов.
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Слои сети

Следуя идее архитектуры сетей из [7, 8, 12], мы включили четыре
скрытых слоя и α = 0.5 и расположили функции активации
следующим образом:

1 Relu, φ(x) = max(x , 0),
2 Melu,

R(z) =

{ 1
2 z

2+az

z+b , z > 0,
α(ez − 1), z 6 0,

, a = 1− 2a, b = −2 +
1
α
,

α = 0.5,
3 Melu, α = 0.5,
4 Leaky Relu, φ(x) = max(x , αx), α = 10−3,
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Обучение и результаты

Методика обучения
алгоритм стохастического градиентного спуска RMSprop (Keras)
ошибка – нормализованное среднеквадратическое отклонение
между прогнозируемыми ИНС оптимальными параметрами
модели CGMY и параметрами, полученными методом
традиционной калибровки.

Результаты калибровки
OS Windows 10 64-bit, Intel Core i5-3470 CPU, 8 GB RAM).
870.0 секунд на образец – исчерпывающая калибровка
1.4 секунды на генерацию предсказания – ИНС
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Значения ошибки для 100 случайных образцов
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Вывод
Использование нейронных сетей позволяет быстро и без существенной
потери точности проводить калибровку модели GCMY и оценивать в
её рамках риски перехода блуждающей частицы через фиксированный
барьер.
Полученный аппарат применим в финансовых приложениях – в
частности, при вычислении цен опционов на криптовалюты и другие
высокорисковые высоковолатильные активы.
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Спасибо за внимание!
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